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摘要 ： 在多元正则变化结构下为了渐近量化极值投资组合损失的尾部概率的 比值 ， 该文研究了
强渐近投资组合序 ． 得到了此序的充分和必要准则 ？ 所得到的结果补充并改进了文献 ［８
］
所给
出的对应的结果 ． 也给出了 
一
个相关的例子作为例证 ．




） 主题分类 ： ６２Ｇ３２ ；６０Ｅ１５ ；６２Ｇ２０中图分类号 ： ０ ２ １ １ ． ９文献标识码 ： Ａ
文章编号 ： １〇〇３－ ３９９８（２ 〇 １９ ） ０ １－ １７２－ １２
１ 绪论
众所周知 ， 多元正则变化能够使得随机向量 Ｘ 各个组成部分具有重尾性且按照相同的
比例展示出极值行为 ， 这保证了在其尾域存在渐近相依结构 ． 特别地 ， 总的超越的严重性可
由 尾指数 ａｓｕｐ０： Ｅ ｜ ｜Ｘ ｜严 ＜＋ 〇〇 ｝ 来表示 ， 该指数是
一
个将有限矩从无限矩分离出
去的非负实数 ． 此外 ， 其尾部相依结构是 由谱测度 屯 来刻画 ， 此测度是单位球超越方向的
渐近概率分布 ． 作为结果 ， 多元正则变化的假设使得我们能够根据相对于谱测度 屯 的积分
表示尾相依系数以及其它很多相依特性 ． 为了更多的细节 ， 读者可参阅文献 间 和 ［１ ］ ．





失的渐近性 ． 众所知周 ， 损失 向量 Ｘ 的极值风险指数 ７ｗ 是
一
个由投资组合权重向量 ｗ ， 尾
指数 ａ 和谱测度 屯 所表示的泛函 ， 它度量了极值投资组合损失的敏感性并刻画了极值损失






为 了比较相对于极值投资组合损失的多元概率分布 ， 文献 间 给出 了所谓的渐近投资组
合损失 （简记为 ＡＰＬ ） 序 ． 对于多元正则变化模型 ， ＡＰＬ 序与根据极值风险指数 ７ｗ 进行
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Ｎｏｒｍａ ｌＵｎ ｉｖｅｒｓｉ ｔｙ （２０ １８０４ ，２ ０１６０６ ）
＊＊ 通讯作者
Ｎｏ ． ｌ邢国东等 ：
一
个关于多元正则变化风险的渐近投资组合损失序的注记 １ ７３
模型评价有关且可以被用来比较相对于多元极值投资组合损失模型的风险 ． 在本文中 ， 基于
ＡＰＬ 序 ， 强渐近投资组合损失 （简记为 ＳＡＰＬ ） 序被提出 ． ＳＡＰＬ 序可以通过所得到的相关
极限而被应用到渐近量化极值投资组合的尾部概率的 比值 ． 在多元正则变化的相依结构下 ，
我们得到了ＳＡＰＬ 序的充分和必要准则 ， 这些准则可以看做是对文献 间 对应结果的补充 ，
完善和改进 ． 这些得到的有关 ＳＡＰＬ 序的准则是由所涉及到 的风险的尾部控制条件以及有
关风险向量的正则化谱测度的一个积分序条件而组成 ． ＳＡＰＬ 序的充分性准则的
一
个优点




模型时具有实用性 ． 另外一方面 ， ＳＡＰＬ 序还被发现与相关的凸序及超模序有关 ．
本文的结构如下 ： 部分 ２ 介绍了ＳＡＰＬ 序并且和有关尾部概率的 比值的极限做了一个
简短的探讨 ． 作为一个有趣的例子 ， 我们给出 了相对于椭球分布的 ＳＡＰＬ 序的充分性准则 ．
为了便于参考 ， 我们在部分 ３ 中简短地回顾了多元正则变化 ， 谱测度与其正则标准化以及极
值风险指数 ． 部分 ４ 聚焦于多元正则变化随机风险向量 ． 我们根据分量的 ＳＡＰＬ 序和
一
个
正则化谱测度的恰当的序给出 了ＳＡＰＬ 序的充分和必要准则 ？ 此外 ， 在 ＳＡＰＬ 序 ， 凸序 以





























上的投资组合 向量 ｗ 而言 ， 投资组合损失被定义为 ｗ
＾








机向量 ｘｅ以渐近投资组合损失 （简记为 ＡＰＬ ） 序比另一个随机 Ｙ＝ ⑴ ，… ， ｙｄ ）ｅ












在本文中 ， 基于 ＸＹ 之上 ， 随机向量 Ｘｅ Ｒ
ｄ
以强渐近投资组合损失 （简记为 ＳＡＰＬ ）



















ｕｄ ） 与 Ｘ＝（Ａ ， … ， ？ ） ， 令 ｖ ＊ ｘ＝ ， … ， 抑？ ） ？ 由 于对于任意的 ＶｅＲｆ ，
Ｘ￡ｓａｐｉＹ 蕴含了ｖ ＊Ｘ 么ａｐｉｖ ＊Ｙ ， 所以投资组合向量 ｗｅ可以被等价地表示为 ｗｅ
在多元正则变化情形下 ， 我们将根据 的 ｜ ，一 ， ｜足／ 丨 以及随机向量 Ｘ 和
Ｙ 的渐近相依结构的
一
个合适的序给出 ＸＹ 的充分性准则 ．
对于任意的投资组合 ｗｅＳｄ ， 序关系 Ｘ Ｙ 断言了投资组合损失 以常用的
随机序比投资组合损失 ｗ
Ｔ
Ｙ 小 ． 此外 ， 序关系 Ｘ Ｓ Ｓ （＾ Ｙ 还可以通过所涉及到的极限而被





Ｙ 的尾部概率的比值 ？ 显然 ， ＳＡＰＬ 序只牵涉
到极值投资组合损失 ． 我们将在定理 ２ ．２ 中通过椭球分布来例证 ＳＡＰＬ 序 ．
现在 ， 让我们建立
一个有关两随机变量之间 ＳＡＰＬ 序的充分性准则的引理 ， 此引理将在
建立椭球分布间的 ＳＡＰＬ 序被用到 ．
又忆一非负随机变量 Ｘ被称为具有尾指数 ａ＞０ 正则变化的 ， 记为 ＸｅＲＶ 或 ＸｅＲＶａ
，








引理 ２ ． １ 假设一随机变量 Ｆ 独立于随机变量 负 ｅＲＶＱ ，ｉ＝１ ， ２ ． 若 Ｅ ！负 且对
于某ｅ＞０有Ｅ （Ｖ〇￥
＋ｅ
＜＋ 〇〇 ， 则 丑少 ｉ？２Ｆ ．
























上式意味着 负Ｆ￡ｓａｐ ｉｉｉ２Ｖ ． 证毕 ．Ｉ
一




， 均 ， 如果存在 ／ｉ ｅＫ
ｄ
和矩阵 ４ｅ




其中非负的 丑 与在欧几里得球 驾 ＝ ｛ ｓｅＲ
ｄ








一性的矩阵 Ｃ 三 儿４
ｒ
， 由于 Ｃｏｖ（Ｘ ）＝Ｖａｒ⑶儿４
Ｔ
， 它还被称









































































由于 ｖｆＶｉ＝１ ， 故而 ｖｆＵ 是 Ｕ ？ ｕｎｉｆ阐 ） 在单位长度向量上的正交投影 ？ 根据对














部分给出 多元正则变化 ， 谱测度和其正则化以及极值
风险指数的概念上的一个简介 ．
一
随机向量 Ｘｅ被称为是多元正则变化的 （记为 ＭＲＶ） ， 如果存在
一












































 （３ － １ ）
其中二 代表的是 Ｒａｄｏｎ 测度的淡收敛 ． 根据文献 ［５ ］ ，
—
个椭球分布 ５（叫 （７， 用 的多元正
则变化等价于半径因子 丑 的正则变化 ．
为了保证所有的资产损失 … ， 与投资组合损失 ｗｌ 的极值相关 ， 除了 （ ３ ． １ ） 式












，ｉ ＝ｌ ， ． － －
，
ｄ ． （３ ． ２）


















Ｋ义  ｉ ｉ ． ｉ ｉ ） ＝ 工 ， （３ ．３ ）
























） ，（ ３ ．４ ）
其中指数 ａｅ（０ ， ＋ 〇〇） 对于每个随机 向量 Ｘ 都是唯
一
的 ， 从而被称为随机向量 Ｘ 的尾指













































令 Ｔ㈨ ＝ （ 丨 丨ｘ ｜ ｜ ， ｘ ／ ｜ ｜ｘ ｜ ｜ ） 是 ＸｅＲ
ｄ








＝ Ｐ Ｏ Ｔ
，
其中 ｃ＞０是






















上的概率测度 ④ 被称为 Ｖ 或 Ｘ 的
谱测度 ． 从现在开始 ， 对于尾指数 ａ 和谱测度 屯 的多元正则变化的随机向量 Ｘ ， 我们把它
记为 Ｘ£ ＭＲＶ ａ
，
屯 ． 对应于 Ｘ 的正则化谱测度 Ｖ＇ 屯 的正则化版本被记为 屯 ＇由指数测度











是 Ｘ 的正则化谱测度 ．
１７６ 数 学 物 理 学 报 Ｖｏ ｌ ．３９Ａ













， 投资组合损失 ＸｅＭＲＶ ａ 意味着任意投资组合损失 ｗ
Ｔ




























































极值风险指数 ７？ 可以被用来比较不同投资组合的风险 ， 例如 ， 可参阅文献 ｍ ．
４ＭＲＶ 结构下 ＳＡＰＬ 序的充分和必要准则
为了研究极值投资组合损失的风险 ， 我们在本部分研究了 ＭＲＶ 结构下的 ＳＡＰＬ 序的充
分和必要准则 ．
作为主要结论 ， 定理 ４． ２ 基于分量方向上的序
丨
兄
｜｜抑 ， ｉ＝１ ，
… ｊ 以及随机向量
Ｘ 和 Ｙ 的正则化谱测度的
一
个适当的序给出 了ＸＹ 的充分和必要准则 ． 从所得到的




所对应的风险价值做近似估计 ． 此外 ， 通过所得到的充分性准则 ， 我们得到了在 ＳＡＰＬ 序 ’
凸序和超模序之间的关系 ． ＳＡＰＬ 序的必要性准则容许我们得到了有关正则化谱测度的序 ．
让我们从多元正则变化和 ＳＡＰＬ 序之间关系开始 ．
命题 ４ ． １ 对于 上的 ＭＲＶ 随机向量Ｘ 和Ｙ ， 如果对任意的ｗ ｅ有
ｔ哪 ｜成
＝ ０
和７ｗ （Ｙ ）＞０ ， 那么
Ｘ
Ｓ ｓａｐｉＹ．
证 由极值风险指数的定义 （３ ．５ ） 可得


















































































上式严格小于 １ ， 从而有 ｘＹ ．
Ｎｏ ． ｌ邢国东等 ： 一个关于多元正则变化风险的渐近投资组合损失序的注ｉｓ １７７
注意到 ＸｅＭＲＶａ ｉ先 和 ＹｅＭＲＶａ２ ，如 分别蕴含着 丨 丨Ｘ ＩＵｅＲＶａ ｉ 和 ｜ ｜Ｙ ｜ＫｅＲＶ ａ２ ． 如
果 吻 ＞〇；２ ， 那么 ｐ
（ ｌ ｜
Ｙ
｜ ｜ ｉ ＞ ｔｌ
＇＝〇
， 于是由命题 ４ ． １ 立得 Ｘ＜ｓａｐｚＹ ． 此夕卜 ， 根据命题 ４ ＿ １ ，
具有相同尾指数 ａ 的 Ｘ 和 Ｙ 是研究相依结构对极值投资组合损失序的影响的基本环境 ．
在 ＭＲＶ 的结构下 ， 尾域的渐进相依性的特征被谱测度 ＊ 或其正则版 Ｆ 刻画 ， 其中正则化
谱测度 屯
＊
在分量比例变换下保持不变？ 由于 ＳＡＰＬ 序在分量比例变换下也具有不变性 ， 故
而在刻画 ＳＡＰＬ 序特征时正则化谱测度 ｆ 被保留应用 ？ 由文献
［
８
































） 和函数 ｇｗ ， ａ ：Ｋ
ｄ
—Ｍ 使得




步 ， 通过对所有的 Ｕｅ｛ １ ， … ， ｄ｝ 都成立的平衡尾部条件
ｐｍ＞ｔ ）
＋ 〇〇Ｐ




























其中 ：＝｛如 ，〇 ：ｗｅ 心 ｝ ， ａ＞０ ， 而 妒 和 是 Ｓｆ 上的正则化谱测度 ．
基于手衡尾部条件 ， 分量间的 ＳＡＰＬ 序以及积分序关系 定理 ４ ．２ 给出 了极值投资
组合损失 ＳＡＰＬ序的充分必要准则 ， 而且此定理允许我们将随机 向量间的 幺ｗ 降低到分量
间的 和正则化谱测度间的 ＜１ ．
定理 ４．２ 假设 ＸｅＭＲＶａ ，＊ｘ 和 ＹｅＭＲＶ〇Ｙ 对所有的 ＤＳ｛ １ ， … ， ｄ｝ 都满足如下
的平衡尾部条件
尸




























１ ７８ 数 学 物 理 学 报 Ｖｏｌ ．３９Ａ



























































































































































































Ｉ对 ｅ 仏 ， 我们有
这蕴含着 屯Ｉ 证毕 ． Ｉ
根据定理 ４ ． ２ 的充分性准则 ， 极限为 １ 的
丨別 ＆ａｐ； 叫 ， 也就是 ＝１ 和
岭 ＜Ｓ。 屯ｙ 在 ｘｅＭＲＶａ ，＊ｘ ， ＹｅＭＲＶｅ＾Ｙ 以及 Ｘ 和 Ｙ 满足所谓的平衡尾部条件下蕴
含着 Ｘ 么咖 Ｙ ． 由于 幺― 比 强 ， 故而定理 ４ ．２ 的充分性准则改进了文献 ［８ ， 定理 ３ ．６ ］














￥ ⑷ ２／３｝ 表示随机损失 Ｘ 和置信水平
０＜ 卢 ＜ １ 的风险
价值 ． 更进一步 ， 由定理 ４ ．２ 和计算 ， 我们可以直接得到下面的推论 ．
推论 ４ ． ３ 假设 ＸｅＭＲＶ＜＾Ｘ 和 ＹｅＭＲＶ４Ｙ 满足平衡尾部条件 （４ ． ３） ． 如果












其中０＜ｃ＝幺１以及ａ〇８ ） ？ ６ （ ／？ ） 意味着ｆｇ｝
＝１ ．
Ｎｏ ． ｌ 邢国东等 ：
一
个关于多元正则变化风险的渐近投资组合损失序的注记 １ ７９















作为结果 ， 当难以计算得到 ｗ
『Ｘ 的具体分布时 ， 我们可以通过构造另
一
个容易计算风险价







， 推论 ２ ＿ ３
］

























































】 对于在 Ｓ ｄ上的任
一正则化谱测度 ＊
＊






） 当１时 ， 屯Ｓ ９。 妒
（
ｉ ｉ
） 当０ ＜ ａ
＜ ｌ
时 ，
下面的推论可直接由定理 ４ ．２ 和引理 ４． ５ 推得 ．









） 当１时 ， Ｙ ｉａ ｐｉ Ｘ ＳＭ Ｚ ；
（
ｉ ｉ
） 当０ ＜ ａ ＜ ｌ时 ， Ｚ Ａａｐｉ Ｘ ＬＭ Ｙ ．
弓 丨理 ４ ．７ 间 假设 Ｘ 和 Ｙ 在 Ｒ
ｄ 上是 ＭＲＶ 的 ， 它们有相同的尾指数 ａ＃１ 并满足平
衡尾部条件 （ ４ ．３ ） ．
ｔ













） 对于 ａ＜１ 有 ％％ ， 如果１ 以及对于任意的 ｗｅＳｄ 有










推论 ４．８Ｘｇ ｓａｐ ｉＹ 如果 ⑴ Ｘ 和 Ｙ 满足引理 ４ ．７（ｉ ） 的条件 ， 其中条件 （４ ．４ ） 被
獅ｊ＝１ 代替 ， 或者 （ ｉ ｉ ）Ｘ 和 Ｙ 满足引理 ４ ．７（ ｉｉ ） 的条件 ．
定理 ４ ． ２ 的充分性准则可以被用于给多 ＭＲＶ 贿球分布间的正则化谱测度排序 ． 考虑
随机向量 Ｘ 兰 ｉＬｔＵ 和 Ｙ 总 ｉ？Ａ２Ｕ ， 其中非负随机变量 ｉ？ｅＲＶａ （０＜ａ＜＋〇〇 ） 与向量
１８０ 数 学 物 理 学 报 Ｖｏｌ ．３９Ａ






？ 于是由定理 ２ ．２ ， 我们有 Ｘ＆ａｐｉＹ？ 由 ＳＡＰＬ 序在分量比例变换下不变性 ， 对













命题 ３ ． １０
］





有 叫足 呈 ％☆ 所以 ， 由定理 ４ ．２ 的必要性准
则和正则化谱测度在分量比例变换下的不变性 ， 我们有
＝
ｎｘ＜ｓ？ｎＹ＝ｎ （？ ，ｃ２ ） ，
也就是 吟 （ａ ，。 ） 屯Ｖ （ａ ， ｃ２ ） ？ 这也是文献 ［８ ， 命题 ３ ＿ ｌ〇 ］ 的结论 ．
对于非平衡尾部的随机向量， 则 由定理 ４ ． ２ 和 心＿ 在分量再比例下的不变性我们可直
接得到下面的推论 ．






使得 ｖＸ 有平衡尾部 ，
｜
仍＆ 丨的 ｜ 以及条件 Ｘ＜ ｓａｐ ，ｖＸ 或 Ｙ＜ｓＭｖＹ 被













屯＇ 谱测度在 Ｕ 上的这种特殊性使得将随机向量间 ＳＡＰＬ 序降为它们对应坐标间
的 ＳＡＰＬ 序成为可能 ．
命题 ４． １０ 对于 啤 上尾指数为 ａ ＝１ 的 ＭＲＶ 的 Ｘ 和 Ｙ ， 如果 Ｙ 满足条件 （ ３． ２ ） ， 那
么 不Ｓ ｓａｐｉＫ ， ｉ＝１ ，… ， ｄ蕴含着ＸＳｓａｐｚＹ ．




一般性 ， 令 Ｙ 有平衡尾部 ， 再 由 足 Ｓａｐｉ％ 可推出
、ｖＰ （Ｘ ｉ＞ｔ ）ｒＰ （Ｘｉ＞ｔ ）


































＝＾＾ ７ｅ ！ （Ｘ ） ＜ ７ｅＪ （Ｘ ） ，




































































































Ｎｏ ． ｌ邢国东等 ： 一个关于多元正则变化风险的渐近投资组合损失序的注记 １８１
上式蕴含着 ＸＹ ．
５ 例子
在本部分 ， 我们给出一例 ， 用它例证我们的主要结果定理 ４ ． ２ ．
例 ５ ．１ 若随机向量 Ｘ ｅ依分布等于 ｐ＋ｖ＾Ｔ＾Ｚ ， 其中随即 向量 Ｚ ？ ７Ｖ （０ ， （７ ） 与随
机变量 Ｗ￣ｄ 是独立的 ， 则 Ｘ 眼从位置参数为 叫 自 由度为 ａ＞０ 以及广义协差阵为 Ｃ
的多元学生 － ｔ分布 ． 此为 ， 随即 向量 Ｘ 也是椭球分布的并且还是尾指数为 ａ 的 ＭＲＶ．
令二元随即 向量 Ｘ 和 Ｙ 服从 自 由度为 ａ＞０ ， 广义协差阵分别为 ＣＰ １ 和 仏 的学生 － ｔ
分布 ， 其中





例 ５ ． ３
］
所得到的结果 Ｘ￥咖 Ｙ 更强 ？
接下来 ， 为了经验性地例证 ＳＡＰＬ 序 ， 我们将进行蒙特卡罗模拟 ． 为此 ， 我们将利用上
述提到的二元学生 － ｔ 分布并分别从两个总体中随机产生两个
一百万的样本 ， 然后经验性地
确定这两个模拟的总体间有 ＳＡＰＬ 序的存在 ． 具体的细节如下 ．
（
ｉ
） 考虑两个随机向量 Ｘ ？ 和 Ｙ ？ ｖ








ｐ ， ） 是相互独立的 ， 并且 Ｐ ｌ＝０ ． １＜ 内 ＝ ０ ． ３ ＿
（
ｉ ｉ
） 相对于 自 由度为 ３ 的两个卡方分布和两个均值为零向量、 协方差阵为 Ｃ０ ． ：ｌ 和 ＜７０ ．３
二元正态分布 ， 我们随机地产生容量为
一











ｗ ｉ ， Ｗ２ ）
Ｔ
６＋ Ｗ２＝１ ｝ ，








































＝ ｌ ｔ＝ ｌ




．９９ ７０处的 比值 ．
在图 １ 中 ， 我们在单位简单形上做出 了上述在最后一步所得到的 比值所对应的点 ． 如图
所见 ， 当 卢 由 ０ ． ９９３０递增到 ０ ．９９７０ 时 ， 所得到的点稳定在水平线 ０ ．８ 以 下 ． 这经验性地验
证了Ｘ 幺咖 Ｙ 的存在 ．

























因此不但Ｘ ｉａｐ ｉ Ｙ 可以被验证 ， 而且它的相关的渐近比值也可以被清晰地表示出来 ． 事实
































































表 １Ｓａｐ ， 序的渐近比值 （被表示为 Ｌｗ ）
Ｗ Ｗ
ｉ Ｗ ２ ｗ３ Ｗ４
Ｌ －ｗ ０ ． ８７８９ ０ ．８５ １４ ０ ． ８ １ ２８ ０ ． ７７８３
Ｎｏ ． ｌ邢国东等 ：
一个关于多元正则变化风险的渐近投资组合损失序的注记 １ ８３












































２广 ， 对应的渐近比值被计算并且列在表 １ 或者图 ２ ． 显然 ， 所有的渐近比值都比 １

















］ＢａｓｒａｋＢ ，Ｄａｖｉ ｓＲ Ａ ，Ｍ ｉｋｏｓｃｈＴ ．Ａ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔ ｉｏｎｏｆ ｍｕ ｌｔｉｖａｒｉａｔｅｒｅｇｕｌａｒｖａｒｉａｔ ｉｏｎ ．ＡｎｎａｌｓｏｆＡｐｐｌ ｉｅｄ





］ｄｅ ＨａａｎＬ ，Ｆｅｒｒｅ ｉｒａ Ａ
． Ｅｘｔ ｒｅｍｅＶａｌｕｅＴｈｅｏｒｙ






Ｈ ．Ｓｅ ｃｏｎｄｏｒｄｅｒｒｅｇｕｌａｒｖａｒ ｉａｔ ｉｏｎａｎｄｃｏｎｄ ｉｔ ｉｏｎａｌｔａｉ ｌｅｘｐｅｃｔａｔ
ｉｏｎｏｆｍｕｌｔ ｉｐｌｅ ｒ ｉ ｓｋｓ ．Ｉｎｓｕｒａｎｃｅ ：










Ｌｉｎｄｓｋｏｇ Ｆ ．Ｍｕ ｌｔ ｉｖａｒ ｉａｔｅｅｘ ｔｒｅｍｅｓ ，ａｇｇｒｅｇａｔｉｏｎａｎｄｄｅｐｅｎｄ ｅｎｃｅｉｎｅ ｌｌｉ ｐｔ ｉｃａｌｄｉ ｓｔ ｒｉ ｂｕ ｔｉｏｎｓ ．Ａｄ
？
ｖａｎｃｅｓ ｉｎＡｐｐｌｉｅｄＰ














］Ｍａ ｉｎｉｋ Ｇ，Ｒｉ ｉｓｃｈｅｎｄｏｒｆＬ
．Ｏｎ ｏｐｔ ｉｍａｌｐｏｒｔｆｏｌｉｏ ｄ ｉｖｅ ｒｓｉｆｉ ｃａ ｔ ｉｏｎｗｉｔ ｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏ ｅｘｔｒｅｍｅｒｉｓｋｓ ．Ｆｉｎａｎｃｅａｎｄ





















ＥｍｂｒｅｃｈｔｓＰ．Ｄｉ ｖｅｒ ｓｉｆｉｃａｔｉ ｏｎｉｎｈｅａｖｙ
－
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－Ｔａｉ ｌＰｈｅｎｏｍｅｎａ ．Ｎｅｗ Ｙｏｒｋ ：Ｓ
ｐ
ｒｉｎｇｅｒ ， ２００７
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